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　　［摘　要］初等变换是线性代数的基本变换，在线性代数课程中常常被用来计算，例如求解线性方程 组、

计算方阵的行列式、矩阵的求逆以及更 一 般 的 矩 阵 方 程ＡＸ＝Ｂ的 求 解、计 算 整 数 矩 阵 和 域 上 多 项 式 矩 阵 的

Ｓｍｉｔｈ标准形、以及计算对称阵的相合标准形等.本文说明如何灵活利用初等变换，给出线性代数课程中一些

重要理论结果的系统而又简洁的证明.
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０　引　　言

线性代数学习中，初等变换是矩阵运算的基本操作方法，用中国科学技术大学线性代数教学的行语

来说，就是“打洞”方法．它处于线性代数各类计算问题求解的核心位置．它起源于求解线性方程组的消

元法，并被用来求方阵的行列式、可逆矩阵的逆以及更一般的矩阵方程ＡＸ＝Ｂ的解、向量组中的极大线

性无关组、整矩阵和域上多项式矩阵的Ｓｍｉｔｈ标准形、对称阵的相合标准形等［１－４］．在理论推导中，可以

通过运用初等变换来对矩阵进行降阶，从而使用数学归纳法来证明．在线性代数教学中，发现如果能够



更灵活地使用初等变换，特别地，灵活运用初等变换的不变性质，不少线性代数核心结果的证明会比经

典教材里的证明更简单．
本文基于这一观点，阐述如何系统而简洁地证明线性代数教学里下述重要理论结果：线性方程组求

解的基本定理，行列式函数的积性，克莱姆法则，可逆的等价条件，矩阵相抵标准形定理，矩阵秩三种定

义的等价性，整系数或域上多项式矩阵行列式因子的唯一性和Ｓｍｉｔｈ标准形的存在唯一性定理等．通过

本文介绍的方法，教师可以在线性代数的教学中引入初等变换的思考方式，让学生更容易理解和应用线

性代数的理论．这种“化繁为简”的思考方式可以帮助学生将抽象的问题转化为具体的行、列变换，从而

更加直观地理解和解决问题．
近几年，本文作者在教学中采用了这种讲授方式，并取得了比较积极的反响和良好的效果．学生们

通过实际操作和练习，逐渐掌握了初等变换的技巧和应用方法．他们发现，通过初等变换，原本复杂的线

性代数问题可以被简化为一系列简单的步骤，从而更容易理解和解决．综上所述，通过引入初等变换的

教学方法，可以让学生更容易理解和应用线性代数的理论．这不仅提高了教师的教学效果，也提高了学

生的学习效果．因此，鼓励更多的教师在线性代数的教学中尝试使用初等变换的教学方法，以提升教学

质量和学生的学习成果．

１　初等变换的核心结果

本文中，记Ｉｎ 为ｎ阶单位矩阵，记Ｏ为零矩阵，ｅｊ 为第ｊ个分量等于１而其它分量均为０的列向量

（它们的维度由上下文确定）.除去文章最后一节，所有涉及的矩阵都是定义在某个域Ｆ上的矩阵.
先回顾一下初等变换的定义.

１.１　初等变换

定义１［１］　矩阵的初等变换是指如下三类行或者列变换：
（ｉ）第一类初等变换：互换矩阵的两行或者两列；
（ｉｉ）第二类初等变换：在矩阵的某行或者某列乘以一个非零常数；
（ｉｉｉ）第三类初等变换：矩阵的某行或者列的常数倍加到另外一行或者列.
下面的事实十分简单，但在后面的论述中常常会遇到.
命题１　初等变换是可逆变换，它的逆变换是同类型的初等变换.更确切地说，
（ｉ）第一类初等变换的逆就是它自己；
（ｉｉ）第二类初等变换如果乘以的常数是λ，那么它的逆变换就是乘以λ－１（即除以λ）；
（ｉｉｉ）第三类初等变换如果加上的常数倍是ａ倍，那么它的逆就是减去ａ倍.
注１　因为初等变换是可逆变换，所以当证明初等变换前后两个集合相等或者两个量相等时，只需

要证明两集合间的包含关系，或者两个量之间具有≤或整除的关系，而另外一个方向的结果就是显然

的.这个方法在后面的证明中常常用到，不再做特别说明.
本文要初等矩阵的概念.
定义２［１］　单位矩阵Ｉｎ 做初等变换得到的方阵，称为初等矩阵.
（ｉ）初等矩阵Ｐｉｊ是互换Ｉｎ 的第ｉ，ｊ行得到的矩阵，它也是互换Ｉｎ 的第ｉ，ｊ列得到的矩阵.称Ｐｉｊ为

第一类初等矩阵；
（ｉｉ）初等矩阵Ｄｉ（λ）是将Ｉｎ 的第ｉ行乘以λ得到的矩阵，它也是将Ｉｎ 第ｉ列乘以λ得到的矩阵.称

Ｄｉ（λ）为第二类初等矩阵；
（ｉｉｉ）初等矩阵Ｔｉｊ（ａ）是将Ｉｎ 的第ｊ行的ａ倍加到第ｉ行得到的矩阵，它也是将Ｉｎ 的第ｉ列的ａ倍

加到第ｊ列得到的矩阵.称Ｔｉｊ（ａ）为第三类初等矩阵.
下面两个定理是初等变换理论的核心定理.
定理１　对ｍ×ｎ阶矩阵Ａ 做初等行变换相当于对Ａ 左乘对应的初等矩阵Ｐ，做初等列变换相当于

对Ａ右乘对应的初等矩阵Ｐ，其中Ｐ是对单位阵Ｉｍ 做同样的初等行变换（或者对Ｉｎ 做同样的初等列变

换）得到的方阵.
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将命题１通过定理１翻译成矩阵语言，就有

Ｐ２ｉｊ＝Ｄｉ（λ）Ｄｉ（λ－１）＝Ｄｉ（λ－１）Ｄｉ（λ）＝Ｔｉｊ（ａ）Ｔｉｊ（－ａ）＝Ｔｉｊ（－ａ）Ｔｉｊ（ａ）＝Ｉｎ.
也就是说：

推论１　初等矩阵都是可逆矩阵.具体地说，即

Ｐ－１ｉｊ ＝Ｐｉｊ，　Ｄｉ（λ）－１＝Ｄｉ（λ－１），　Ｔｉｊ（ａ）－１＝Ｔｉｊ（－ａ）.
定义３［１］　若存在ｒ≥１及１≤ｊ１＜ｊ２＜…＜ｊｒ≤ｎ，使得矩阵Ｕ＝（ｕｉｊ）１≤ｉ≤ｍ，１≤ｊ≤ｎ满足条件：

ｕｉｊｉ≠０ （１≤ｉ≤ｒ）　且　ｕｉｊ＝０ （ｉ＞ｒ或者ｊ＜ｊｉ），
则称Ｕ 是阶梯形矩阵，称ｕｉｊｉ（１≤ｉ≤ｒ）为转角元，称ｒ为台阶数.

如果阶梯形矩阵Ｕ 的所有转角元都等于１而它们所在列的其它元均为０，即它的第ｊｉ 个列向量是

向量ｅｉ，称Ｕ 是特殊阶梯形矩阵.
根据定义，显然有１≤ｒ≤ｍｉｎ｛ｍ，ｎ}.
引理１　台阶数ｒ＝ｎ的ｎ阶阶梯形方阵是主对角元全为非零元的上三角阵.台阶数ｒ＝ｎ的ｎ阶特

殊阶梯形方阵只有一个，即单位阵Ｉｎ.
证　这是由于１≤ｊ１≤…≤ｊｎ≤ｎ，故ｊｉ＝ｉ对于１≤ｉ≤ｎ成立.
下面的定理是初等变换的基本操作：
定理２　任意非零矩阵Ａ均可通过有限次初等行变换化为特殊阶梯形矩阵，且ｊ１ 等于最小的列ｊ，

使得Ａ在该列中有非零元.
翻译成矩阵语言，这个定理就是说

定理３　设Ａ是ｍ×ｎ矩阵，则存在ｍ阶初等矩阵Ｐ１，…，Ｐｓ 使得Ｐ１…ＰｓＡ 是特殊阶梯形矩阵.

推论２　任意非零矩阵Ａ可以通过有限次初等行、列变换化为矩阵
Ｉｒ Ｏ（ ）Ｏ Ｏ

，即存在ｍ阶初等矩阵

Ｐ１，…，Ｐｓ 和ｎ阶初等矩阵Ｑ１，…，Ｑｔ 使得

Ｐ１…ＰｓＡＱ１…Ｑｔ＝
Ｉｒ Ｏ（ ）Ｏ　

Ｏ（ ）Ｏ .

１.２　行列式的积性和矩阵的可逆

假设本小节涉及的矩阵都是ｎ阶方阵.
引理２　若Ａ是ｎ阶方阵，Ｐ是ｎ阶初等矩阵，则

ｄｅｔ（ＰＡ）＝ｄｅｔ（Ｐ）ｄｅｔ（Ａ）.
由此可知，若Ｐ１，…，Ｐｓ 是初等阵，则

ｄｅｔ（Ｐ１…ＰｓＡ）＝ｄｅｔ（Ｐ１）…ｄｅｔ（Ｐｓ）ｄｅｔ（Ａ）.
证　在Ｐ＝Ｐｉｊ情形证明ｄｅｔ（ＰＡ）＝ｄｅｔ（Ｐ）ｄｅｔ（Ａ），其余情形类似.一方面，ＰｉｊＡ 是将方阵Ａ 互换第

ｉ，ｊ行得到的矩 阵，根 据 行 列 式 的 基 本 性 质，ｄｅｔ（ＰｉｊＡ）＝－ｄｅｔ（Ａ）.另 一 方 面，根 据 行 列 式 的 定 义，

ｄｅｔ（Ｐｉｊ）＝－１.故ｄｅｔ（ＰｉｊＡ）＝ｄｅｔ（Ｐｉｊ）ｄｅｔ（Ａ）.
定理４　设Ａ与Ｂ是同阶方阵，则ｄｅｔ（ＡＢ）＝ｄｅｔ（Ａ）ｄｅｔ（Ｂ）.
证　由定理３，设Ａ＝Ｐ１…ＰｓＵ，其中Ｐｉ 是初等阵而Ｕ 是特殊阶梯形矩阵.
如果Ｕ 的最后一行全为０，那么ｄｅｔ（Ｕ）＝０.故由引理２得

ｄｅｔ（Ａ）＝ｄｅｔ（Ｐ１）…ｄｅｔ（Ｐｓ）ｄｅｔ（Ｕ）＝０.
此时ＵＢ的最后一行也全是０，故ｄｅｔ（ＵＢ）＝０.再由引理２即得

ｄｅｔ（ＡＢ）＝ｄｅｔ（Ｐ１…ＰｓＵＢ）＝ｄｅｔ（Ｐ１）…ｄｅｔ（Ｐｓ）ｄｅｔ（ＵＢ）＝０.
所以在这种情况，有ｄｅｔ（ＡＢ）＝ｄｅｔ（Ａ）ｄｅｔ（Ｂ）.

如果Ｕ 最后一行不全为０，那么ｍ＝ｎ＝ｒ，故Ｕ＝Ｉｍ.此时Ａ＝Ｐ１…Ｐｓ，其中Ｐｉ 为初等阵.故由引理２
得

ｄｅｔ（ＡＢ）＝ｄｅｔ（Ｐ１…ＰｓＢ）＝ｄｅｔ（Ｐ１）…ｄｅｔ（Ｐｓ）ｄｅｔ（Ｂ）＝ｄｅｔ（Ａ）ｄｅｔ（Ｂ）.
定理５　下列条件等价：
（ｉ）方阵Ａ可逆，即存在Ｂ使得ＡＢ＝ＢＡ＝Ｉ．
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（ｉｉ）Ａ的行列式ｄｅｔ（Ａ）≠０.
（ｉｉｉ）Ａ是有限个初等矩阵的乘积.
证　（ｉｉｉ）⇒ （ｉ）⇒ （ｉｉ）是显然的，下面证明（ｉｉ）⇒（ｉｉｉ）.
设Ａ＝Ｐ１…ＰｓＵ，其中Ｐｉ 是初等阵而Ｕ 是特殊阶梯形矩阵.由ｄｅｔ（Ａ）≠０知ｄｅｔ（Ｕ）≠０，从而Ｕ 的

最后一行不全为０.故ｒ＝ｎ，Ｕ＝Ｉｎ.此时Ａ＝Ｐ１…Ｐｓ 是有限多个初等矩阵的乘积.
注２　上述定理说明了求逆算法的正确性：若Ａ可逆，总可以将（Ａ，Ｉ）经过初等变换变为特殊阶梯

形矩阵（Ｉ，Ｂ），此时Ｂ只能是Ａ－１．
定理６（克莱姆法则）　设Ａ是ｎ阶可逆方阵，ｂ＝（ｂ１，…，ｂｎ）Ｔ，Ａｉ 是将Ａ 的第ｉ列用ｂ代替后得到

的矩阵．则线性方程组ＡＸ＝ｂ

（
有唯一解

ｄｅｔ（Ａ１）
ｄｅｔ（Ａ）

，ｄｅｔ（Ａ２）
ｄｅｔ（Ａ）

，…，ｄｅｔ（Ａｎ）
ｄｅｔ（Ａ ））

Ｔ

.

证　对增广矩阵（Ａ，ｂ）做有限次初等行变换后变为矩阵（Ｉｎ，�ｂ）.对于线性方程组ＩｎＸ＝�ｂ，克莱姆法

则显然成立.但每次 初 等 行 变 换 前 后 的ｄｅｔ（Ａｉ）和ｄｅｔ（Ａ）都 相 差 相 同 的 非 零 常 数 倍，故 它 们 的 比 值

ｄｅｔ（Ａｉ）
ｄｅｔ（Ａ）

不发生变化.

１.３　秩的三种定义的等价性

定理７　设矩阵Ａ经过初等行变换变为矩阵Ｂ.
（ｉ）矩阵的行向量空间保持不变，从而Ａ与Ｂ的行秩相等．
（ｉｉ）矩阵列向量组间的线性关系保持不变，从而Ａ与Ｂ的列秩相等．
（ｉｉｉ）对任 意１≤ｋ≤ｍｉｎ｛ｍ，ｎ}，Ｂ的ｋ阶 子 式 都 是Ａ 的ｋ阶 子 式 的 线 性 组 合，从 而Ａ与Ｂ 的 秩

相等．
证　（ｉ）记Ａ＝（α１，…，αｍ）Ｔ，Ｂ＝（β１，…，βｍ）Ｔ.若初等行变换是

（ａ）互换两行，则｛α１，…，αｍ}＝｛β１，…，βｍ}；
（ｂ）第ｉ行乘以λ倍，则βｉ＝λαｉ，αｉ＝λ－１βｉ 而βｉ′＝αｉ′若ｉ′≠ｉ；
（ｃ）第ｊ行的ａ倍加到第ｉ行，则βｉ＝αｉ＋ａαｊ，αｉ＝βｉ－ａβｊ，而βｉ′＝αｉ′若ｉ′≠ｉ.

所有情况都说明它们的行向量空间是同一个空间.
（ｉｉ）记Ａ＝（ａｉｊ）＝（α′１，…，α′ｎ），Ｂ＝（ｂｉｊ）＝（β′１，…，β′ｎ）.设λ１α′１＋…＋λｎα′ｎ＝０，等 价 地 说，即 对

１≤ｉ≤ｍ，均有∑
ｎ

ｊ＝１
λｊａｉｊ＝０.根据三类初等行变换的具体情况，对于固定的ｉ和１≤ｊ≤ｎ，同时有ｂｉｊ等于

ａｉｊ，ａｉ′ｊ，λａｉｊ或ａｉｊ＋ａａｉ′ｊ，故∑
ｎ

ｊ＝１
λｊｂｉｊ＝０对所有１≤ｉ≤ｍ成立.

（ｉｉｉ）设讨论的Ｂ的子式为Ｂ
ｉ１ … ｉｋ
ｊ１ … ｊ
■

■

■

■ｋ
.

（ａ）若初等变换涉及到的行都在或者都不在集合｛ｉ１，…，ｉｋ}中，则

Ｂ
ｉ１ … ｉｋ
ｊ１ … ｊ
■

■

■

■ｋ
＝ｃＡ

ｉ１ … ｉｋ
ｊ１ … ｊ
■

■

■

■ｋ
，

其中ｃ＝±１或者λ.
（ｂ）初等变换为互换第ｉ行与第ｊ行，其中ｉ∈｛ｉ１，…，ｉｋ}而ｊ∉｛ｉ１，…，ｉｋ}.将集合｛ｉ１，…，ｉｋ，ｊ}＼｛ｉ}

中元素排序为ｉ′１＜…＜ｉ′ｋ，则

Ｂ
ｉ１ … ｉｋ
ｊ１ … ｊ
■

■

■

■ｋ
＝±Ａ

ｉ′１ … ｉ′ｋ
ｊ１ … ｊ
■

■

■

■ｋ
.

（ｃ）初等变换将第ｊ行的ａ倍加到第ｉ行，其中ｉ∈｛ｉ１，…，ｉｋ}而ｊ∉｛ｉ１，…，ｉｋ}.如同（ｉｉ）一样排序集

合｛ｉ１，…，ｉｋ，ｊ}＼｛ｉ}中的元素，则

Ｂ
ｉ１ … ｉｋ
ｊ１ … ｊ
■

■

■

■ｋ
＝Ａ

ｉ１ … ｉｋ
ｊ１ … ｊ
■

■

■

■ｋ
±ａＡ

ｉ′１ … ｉ′ｋ
ｊ１ … ｊ
■

■

■

■ｋ
.
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同理，对于初等列变换则有

定理８　设矩阵Ａ经过初等列变换变为矩阵Ｂ．
（ｉ）矩阵行向量组间的线性关系保持不变，从而Ａ与Ｂ的行秩相等．
（ｉｉ）矩阵的列向量空间保持不变，从而Ａ与Ｂ的列秩相等．
（ｉｉｉ）对任 意１≤ｋ≤ｍｉｎ｛ｍ，ｎ}，Ｂ的ｋ阶 子 式 都 是Ａ 的ｋ阶 子 式 的 线 性 组 合，从 而Ａ与Ｂ 的 秩

相等．
推论３　矩阵的列秩、行秩和秩三者相等.特别地，当矩阵通过初等变换化为阶梯形矩阵时，台阶数

等于矩阵的秩是唯一确定的.
证　根据定理７，只需考虑Ａ是（特殊）阶梯形矩阵的情形，此时这是显然的.

更显然地，根据定理７和定理８，只需考虑Ａ＝
Ｉｒ Ｏ■

■

■

■Ｏ Ｏ
的情形.

推论４　同型矩阵Ａ与Ｂ相抵当且仅当它们的秩相同，故每个秩ｒ的矩阵都相抵于
Ｉｒ Ｏ■

■

■

■Ｏ　

Ｏ■

■

■

■Ｏ
，且不

相抵于
Ｉｓ Ｏ■

■

■

■Ｏ　

Ｏ■

■

■

■Ｏ
，其中ｓ≠ｒ.

推论５　设Ａ经过初等行变换变为特殊阶梯形矩阵Ｕ．
（ｉ）Ｕ 的非零行向量构成Ａ 的行向量空间的一组基．
（ｉｉ）Ａ的第ｊ１，…，ｊｒ 列列向量构成Ａ 的列向量空间的一组基，即它们构成Ａ的列向量组的一个极

大线性无关组.
证　（ｉ）这是由于Ａ的行向量空间等于Ｕ 的行向量空间，维数ｒａｎｋ（Ａ）等于Ｕ 的非零行向量的个

数，故Ｕ 的这些非零行向量一定构成这个空间的一组基.
（ｉｉ）由于Ｕ 的第ｊ１，…，ｊｒ 列列向量集合｛ｅ１，…，ｅｒ}是Ｕ 的列向量空间的一组基，而初等行变换不

改变列向量间的线性关系，故Ａ的第ｊ１，…，ｊｒ 列列向量集合组成Ａ 的列向量空间的一组基.
１.４　线性方程组的求解

设Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ，ｂ＝（ｂ１，…，ｂｍ）Ｔ，Ｘ＝（ｘ１，…，ｘｎ）Ｔ.考虑一般线性方程组ＡＸ＝ｂ的求解.不妨假设

存在ａｉ１≠０，否则变量ｘ１ 就没有出现在线性方程组里面，其取值可以自由选择.
熟知需要对增广矩阵（Ａ，ｂ）做初等行变换.这里的关键在于：

引理３　初等行变换不改变线性方程组的解集合.
证　由于初等变换 的 可 逆 性，只 需 要 证 明 变 换 前 方 程 组 的 解 都 是 变 换 后 方 程 组 的 解，而 这 是 显

然的.
定理９　设增广矩阵（Ａ，ｂ）经初等行变换变为特殊阶梯形矩阵（Ｕ，�ｂ），其中Ｕ＝（ｕｉｊ）作为阶梯形矩

阵转角元所在的列为１＝ｊ１＜…＜ｊｒ.则ＡＸ＝ｂ的解集合等于ＵＸ＝�ｂ的解集合.更确切地说，
（ｉ）非齐次 线 性 方 程 组ＡＸ＝ｂ有 解 当 且 仅 当ｒａｎｋ（Ａ，ｂ）＝ｒａｎｋ（Ａ）＝ｒ，换 言 之，当 且 仅 当

�ｂ＝（�ｂ１，…，�ｂｒ，０，…）Ｔ.
（ｉｉ）如果ｒａｎｋ（Ａ，ｂ）＝ｒａｎｋ（Ａ）＝ｒ，设Ｘ０ 是ＡＸ＝ｂ的一个解，ＶＡ是齐次线性方程组ＡＸ＝０的解空

间，那么ＡＸ＝ｂ的解集合等于｛Ｘ０＋Ｙ｜Ｙ∈ＶＡ}.
（ｉｉｉ）如果ｒａｎｋ（Ａ，ｂ）＝ｒａｎｋ（Ａ）＝ｒ，那 么ＡＸ＝ｂ的 一 组 特 解Ｘ０＝（ｘｊ）１≤ｊ≤ｎ可 以 取 为：ｘｊｒ＝�ｂｒ，

ｘｊｋ＝�ｂｋ－�ｂｋ＋１（１≤ｋ＜ｒ）而对于其它的ｊ则ｘｊ＝０.

（ｉｖ）记ｊｒ＋１＝ｎ＋１.对于ｊｋ＜ｊ＜ｊｋ＋１，令αｊ＝ｅｊ－∑
ｉ≤ｋ
ｕｉｊｅｊｉ∈Ｆ

ｎ×１.则ＶＡ是以｛αｊ｜ｊ≠ｊ１，…，ｊｒ}为

基的ｎ－ｒ维线性空间.
注３　此处将Ａ变为特殊阶梯形矩阵Ｕ，这让定理的结果可以写得更漂亮 一 些．当 然 在 实 际 计 算

时，Ｕ 为阶梯形矩阵就已经足够求解．
证　（ｉ）一方面，若ＵＸ＝�ｂ有解，则必有�ｂｉ＝０对于ｉ＞ｒ成立.反过来由 （ｉｉｉ）即得.
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（ｉｉ）一 方 面 若Ｙ∈ＶＡ，则Ａ（Ｘ０＋Ｙ）＝ｂ．另 一 方 面，若ＡＸ＝ＡＸ０＝ｂ，则Ａ（Ｘ－Ｘ０）＝０，即

Ｘ－Ｘ０∈ＶＡ且Ｘ＝Ｘ０＋（Ｘ－Ｘ０）．
（ｉｉｉ）直接验算这样得到的Ｘ０ 满足ＵＸ０＝�ｂ，故ＡＸ０＝ｂ．

（ｉｖ）直接验算Ｕαｊ＝０，故Ａαｊ＝０从而αｊ∈ＶＡ.现在设α＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｊｅｊ∈ＶＡ，则

β＝α－ ∑
ｊ∉｛ｊ１，…，ｊｒ}

ｃｊαｊ＝∑
ｒ

ｋ＝１
ｄｊｋｅｊｋ∈ＶＡ

满足等式Ｕβ＝０.将其展开就得到ｄｊｋ＝０对于１≤ｋ≤ｒ成立，故β＝０.故ＶＡ是由｛αｊ｜ｊ≠ｊ１，…，ｊｒ}生成

的线性空间.另一方面，｛αｊ｜ｊ≠ｊ１，…，ｊｒ}的线性无关性通过考虑它们的ｊ分量（ｊ∉｛ｊ１，…，ｊｒ}）立得.

１.５　整系数和域上多项式系数矩阵的初等变换

本节设Ｒ＝Z或者Ｆ［ｘ］，其中Ｆ是域.环Ｒ与域有一个主要区别：Ｒ的非零元不一定是乘法可逆

元而域的非零元都是乘法可逆元.事实上Ｒ的乘法可逆元集合Ｒ× 即

Ｒ×＝
｛±１}， 若Ｒ＝Z，

Ｆ×， 若Ｒ＝Ｆ［ｘ］
■
■

■ .

Ｒ上矩阵的第一类初等变换和第三类初等变换与Ｆ 上的初等变换没有什么不同.但对于第二类初

等变换，对矩阵的某行或者某列同乘以λ倍，要使它为可逆变换，则需要λ∈Ｒ×.这样，在对Ｒ上的矩阵

做初等变换时，不能任意除一个非零数得到１.需要用到Ｒ上的带余除法.
定义４　设ａ∈Ｒ，称

ｈ（ａ）＝
｜ａ｜， 若Ｒ＝Z，

ｄｅｇ（ａ）， 若Ｒ＝Ｆ［ｘ
■
■
■ ］

为ａ的高度.若ａ＞０（当Ｒ＝Z时）或者ａ首一（当Ｒ＝Ｆ［ｘ］时），称ａ恒正.
引理４（带余除法）　若ａ，ｂ∈Ｒ且ａ≠０，则存在唯一的ｑ，ｒ∈Ｒ，使得ｂ＝ｑａ＋ｒ且ｈ（ｒ）＜ｈ（ａ）.
引理５　设（ａ，＊，…，＊）与（ｂ，＊，…，＊）是矩阵Ａ的两行且ａ≠０.则经过有限次初等变换后可以

将这两条行向量变为（ｄ，＊，…，＊）与（０，＊，…，＊），其余行不变，这里ｄ是ａ和ｂ的最大公因子.
证　这个引理实际上就是欧几里得算法的实现.不妨设（ａ，＊，…，＊）是Ａ的第１行，（ｂ，＊，…，＊）

是第２行.设ｂ＝ｑａ＋ｒ，则第１行的－ｑ倍加到第２行，它就变为（ｒ，＊，…，＊）.若ｒ≠０，令ａ＝ｑ１ｒ＋ｒ１.
则第２行的－ｑ１ 倍加到第１行，它就变为（ｒ１，＊，…，＊）.继续这个过程，我们就将（ａ，ｂ）变为（ｒｎ，０）或

者（０，ｒｎ）.再做一次第二类变换（使ｒｎ 恒正）和最多一次第一类变换（将（０，ｒｎ）换为（ｒｎ，０）），（ａ，ｂ）就变

为（ｄ，０），其中ｄ是ａ和ｂ的最大公因子.
定理１０　设Ａ是Ｒ 上的矩阵，Ｂ是Ａ 经过初等变换得到的矩阵.则对任意１≤ｋ≤ｍｉｎ｛ｍ，ｎ}，Ｂ的

ｋ阶子式都是Ａ 的ｋ阶子式的线性组合.从而

（ｉ）Ａ的秩等于Ｂ的秩．
（ｉｉ）对于１≤ｋ≤ｒａｎｋ（Ａ），则Ａ的ｋ阶行列式因子Ｄｋ（Ａ），即Ａ的所有ｋ阶子式的最大公因子，等

于Ｂ的ｋ阶行列式因子Ｄｋ（Ｂ）.
证　只需证明Ｄｋ（Ａ）＝Ｄｋ（Ｂ），其余同定理７（ｉｉｉ）的证明.由于Ｂ的ｋ阶子式都是Ａ 的ｋ阶子式的

线性组合，故Ｄｋ（Ａ）｜Ｄｋ（Ｂ）.再由初等变换的可逆性，Ｄｋ（Ｂ）｜Ｄｋ（Ａ）.故两者相等.

定理１１（Ｓｍｉｔｈ标准形）　Ｒ上任意非零阵Ａ 经过有限次初等变换可以变为矩阵Ｓ＝
Ｄ　Ｏ■
■

■
■Ｏ　Ｏ

的形

式，其中Ｄ＝ｄｉａｇ（ｄ１，…，ｄｒ），ｄｋ 恒正且ｄ１｜ｄ２｜…｜ｄｒ，而且这样形式的Ｓ是唯一的：ｒ＝ｒａｎｋ（Ａ）和ｄｋ＝

ｄｋ（Ａ）＝Ｄｋ（Ａ）／Ｄｋ－１（Ａ）由Ａ决定．
证　（ｉ）首先证明存在性.
（ａ）由于Ａ≠Ｏ，设ａｉｊ≠０，互换第ｉ行与第１行，再互换第ｊ列与第１列，最后对得到矩阵的第１行

乘以ａ１１的符号或者首项系数的逆，这样最终得到的新矩阵Ａ就满足ａ１１恒正.
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（ｂ）由于高度不能无限递降，我们可以假设经过有限次初等变换后ｈ（ａ１１）达到最小.我们断言此时

ａ１１｜ａｉ１.否则，若ａ１１ ａｉ１，根据引理５，可以通过初等行变换将ａ１１替换为ｇｃｄ（ａ１１，ａｉ１），它恒正且高度比

ａ１１小，与ｈ（ａ１１）的 最 小 性 矛 盾.同 理 有ａ１１｜ａ１ｊ.这 样 可 以 通 过 第 三 类 初 等 变 换 使 得ａｉ１＝ａ１ｊ＝０
（ｉ＞１，ｊ＞１）而ａ１１不变.

接下来断言此时ａ１１｜ａｉｊ对所有ｉ，ｊ成立.否则，设ａ１１ ａｉｊ.将第ｊ列加到第１列，那么新的第１行是

（ａ１１，…）而第ｉ行是（ａｉｊ，…）.根据引理５，可以通过初等行变换将ａ１１替换为ｇｃｄ（ａ１１，ａｉｊ），它恒正且高

度比ａ１１小，与ｈ（ａ１１）的最小性矛盾.故经过有限次初等变换后，可以得到新的Ａ为
ｄ１ Ｏ■

■

■

■Ｏ Ｂ
的形式，其

中ｄ１ 恒正且Ｂ＝（ｂｉｊ）中每个元素均被ｄ１ 整除.

（ｃ）根 据 归 纳，Ｂ 经 有 限 次 初 等 变 换 后 就 得 到 定 理 要 求 的 形 式Ｓ１＝
Ｄ１ Ｏ■

■

■

■Ｏ　

Ｏ■

■

■

■Ｏ
的 形 式，其 中

Ｄ１＝ｄｉａｇ（ｄ２，…，ｄｒ），且ｄ２｜…｜ｄｒ.由于ｄ２ 是Ｂ中元素的线性组合，所以ｄ１｜ｄ２.这样就经过有限次初

等变换将Ａ变为Ｓ的形式.
（ｉｉ）再证唯一性.由于初等变换不改变矩阵的秩，故ｒ＝ｒａｎｋ（Ｓ）＝ｒａｎｋ（Ａ）.由于初等变换不改变

行列式因子，故Ｄｋ（Ａ）＝Ｄｋ（Ｓ），但根据定义，Ｄｋ（Ｓ）＝ｄ１…ｄｋ，故

ｄｋ＝ｄｋ（Ａ）＝Ｄｋ（Ａ）／Ｄｋ－１（Ａ）.
注４　Ｓｍｉｔｈ标准形的唯一性在一般线性代数教材是使用更复杂的Ｂｉｎｅｔ－Ｃａｕｃｈｙ公式证明的［１］．
另外，唯一性的证明还说明Ｄｋ－１（Ａ）｜Ｄｋ（Ａ），这个事实也通过Ｌａｐｌａｃｅ展开公式［１］得出，只要说明

每个ｋ阶子式都是ｋ－１阶子式的线性组合即可.
定理１２　考虑Ｒ上的方阵.下列条件等价：

（ｉ）方阵Ａ可逆，即存在Ｂ使得ＡＢ＝ＢＡ＝Ｉ．
（ｉｉ）Ａ的行列式ｄｅｔ（Ａ）∈Ｒ×.
（ｉｉｉ）Ａ是有限个初等矩阵的乘积.
证　（ｉｉｉ）⇒ （ｉ）⇒ （ｉｉ）是显然的.下面证明 （ｉｉ）⇒ （ｉｉｉ）.设Ａ＝Ｐ１…ＰｓＳＱ１…Ｑｔ，其中Ｐｉ，Ｑｊ 是初等

阵而Ｓ是Ａ 的Ｓｍｉｔｈ标准形.由ｄｅｔ（Ａ）∈Ｒ× 知ｒａｎｋ（Ｓ）＝ｎ，Ｓ＝ｄｉａｇ（ｄ１，…，ｄｎ）且ｄｅｔ（Ｓ）＝ｄ１…ｄｎ
∈Ｒ×.由于ｄｉ 恒正，这只能ｄ１＝…＝ｄｎ＝１，即Ｓ＝Ｉｎ.

２　结　　论

在线性代数的教学中，初等变换是一种非常重要的工具，可以用来证明线性代数中的定理与结论.
通过使用初等变换，可以将一般的矩阵转化为性质已知的、结构简单的矩阵，从而证明各个主要结论和

定理.
这种教学方式的优势在于，它能够帮助学生克服对线性代数中抽象理论的恐惧.相比于直接面对抽

象的问题，将问题转化为具体的行、列变换可以使学生更容易理解和解决问题.这种直观的思路可以提

高教师的教学效果，同时也能够提高学生的学习效果.
此外，通过使用初等变换进行证明，学生还可以同步地提高他们的计算能力.在进行初等变换的过

程中，学生需要进行矩阵的运算和计算，这可以帮助他们巩固和提高他们的计算技巧.因此，这种教学方

式不仅可以帮助学生理解线性代数的理论，还可以培养他们的计算能力.
总之，通过使用初等变换来证明线性代数中的定理与结论是一种有效的教学方法.它可以帮助学生

克服对抽象理论的恐惧，提高教师的教学效果和学生的学习效果，同时还可以同步地提高学生的计算能

力.因此，在线性代数的教学中，我们可以充分利用初等变换这一工具，来帮助学生更好地理解和应用线

性代数的知识.
致谢　作者非常感谢相关文献对本文的启发以及审稿专家提出的宝贵意见.
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［３］　唐烁，朱士信．线性代数［Ｍ］．北京：高等教育出版社，２０１８：９５－１１１．
［４］　蓝以中．线性代数引论［Ｍ］．２版．北京：北京大学出版社，１９９９：１－７０．
［５］　王新茂．线性代数讲义［Ｍ］．合肥：中国科学技术大学出版社，２０２１：７－１４．

５７第５期　　　　　　　　　欧阳毅，等：善用初等变换展开线性代数理论教学


